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Kan likningssett med to ukjente gjares mer spennende?
Av: Tor Andersen — Matematikksenteret/NTNU

Likningssett med to ukjente ender ofte opp som et typisk instrumentalistisk tema i matematikkundervisningen.
Elevene boltrer seg i metoder. Heldigvis gar det stort sett bra med addisjonsmetoden, innsettingsmetoden og grafisk
losning. Men kan dette emnet skape undring og gi nering til forskertrang? Kan bruk av digitale verktoy gjore det
mulig & oppdage sammenhenger som ellers ville vert for tidkrevende a utforske? Vi tenker oss en matematikktime
der Camilla og Espen har lost hvert sitt likningssett med to ukjente.

Camilla har lest folgende likningssett pa lommeregneren sin.

B Hatfifedfornd [(diclEE) B Fadifedfomd (elH
8n X+bn Y=Cg an X+bn Y=Cn
a c X
1[ 5 9} &'[ E]
2 3 12 21
1 -1 Skjerm 2 viser at
(SOLVE] ENRRCTEAREDIT ] (REFEAT] losningen er (—1,2).
Skjerm 1 Skjerm 2

Espen har lost folgende likningssett pd lommeregneren sin.

3“ ECEE] Sckjerm 4 viser at Espen
a b c ¥ far samme svar som
1 [ -1 ﬂ v[ 5 Camilla. Hvorfor? Har
2 2 8 1 det noen hensikt a
forfolge et resultat som
-4 -1 tilsynelatende er
(SOLVE ] NENE{3 CTEAR](EDIT | (REPEAT] tilfeldig?
Skjerm 3 Skjerm 4

En observant lerer vil kunne fortelle Camilla og Espen at hun/han kan masseprodusere likningssett med to ukjente
som alle far lesningen (—1,2) .

Lereren demonstrerer med folgende likningssett der losningen blir (-1,2) .

B Eebilelnd @oEn 8 Hxiledfnd CEET
an X+ Ea“ Y=Cn . a"XX+ n¥=Cn Hva er det disse tre
1 5 -7.5 Y[ 2 likningssettene har til felles?
2[ -42.6 -39.1 -35.6:| Ett eller annet ma det vel
vere som gjer at liknings-
-2.5 -1 settene har samme losning?
(SOLVE)(ENE{3 CTEAR](EDTT ] (REFEAT]
Skjerm 4 Skjerm 5
Vi systematiserer og far at:
Camilla
Diknina T "11 tS) ; 4Koefﬁs1ent d Koeffisientene danner aritmetiske tallfelger. I for
iknin,
Likninz 1 3 o1 21 19 eksempel likning I for Camillaer a, =log d =4.
Espen I likning IT for Camillaer a, =3 og d =9.Hvaer
a b ¢ | Koeffisientd forste ledd og differensen i tallfelgene i likningene til
Likning I 4| 1] 2 |? Espen?
Likning 11 2 9 16 | ?

Lereren produserer derfor folgende likningssett.

I:-2,5x-5y=-7,5

I1:-42,6x—39,1ly =-35,6

Sjekk at 2,5, =5, —7,5 og —42,6 , —39,1 , —35,6 er aritmetiske tallfolger.

N4 kan du produsere et eget likningssett med to ukjente som du med sikkerhet vet vil fa lesningen (—1,2) .
Men hvorfor? La oss se pa det generelle tilfellet. Da har vi at.

I:ax+(a+d)y=a+2d

II:cx+(c+D)y=c+2D



Vi velger a lose likningssettet ved hjelp av addisjonsmetoden og far etter & ha multiplisert likning I med @ og
likning IT med C folgende.

I: acx+(a+d)cy = ac +2cd

1I: acx +(c+ D)ay =ac+2aD

I-1I: acy+cdy —acy —aDy =ac+2cd —ac—2aD = (cd —aD)y =2(cd —aD) = y=2
y =2 innsatt i likning I gir at

ax+(a+d)2=a+2d = ax+2a+2d =a+2d = ax=-a = x=-1

a a+2d
X+

Hva betyr sa dette grafisk? De lineare funksjonene f og g gitt ved f(x)=-
a+d a+d

0g

C

Cc+
X +
c+D c+D

Vi kan ogsa si at de to grafene roterer rundt (—1,2) nar parametrene endrer verdier.

g(x)=- vil skjeere hverandre i (—1,2) for alle verdier for a,d,c ogD .

Denne spennende rotasjonen kan vi oppleve pa den nye Colour Graph lommeregneren fra CASIO.
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Vi velger D-GRAPH pa CASIO fx-CG 10.
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il DELETE] TYPE | VAR JBUILT-INHEWATE
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A

Z| & Ba|  Lett a skille Y1 og Y2 ved hjelp av
farger. Sa kan elevene kose seg med
en rod og en bld graf som for alle

V
1\ 1\ verdier for parametrene, vil ga

gjennom (—1,2). Det er moro med

b1 . ° . ° .
T 1 o \ 1 E I I~ rotasjon - pa skjermen. P4 papiret og
c=-1 pé tavla star verden helt stille.

A=1

Nar x=—-10g y=2 farviat ax+(a+d)y=a(-1)+(a+d)2=-a+2a+2d=a+2d.

Sa er det ganske opplagt allikevel. Utfordringen blir & masseprodusere likningssett med to ukjente som alle far
en annen felles losning enn (—1,2) . Hmm...?

Produktnyheter!

FX-991ES Plus

En ny utgave FX-991ES Plus er ogsé lansert. Denne casio
FX-82ES Plus modellen kommer inn som erstatning for den utgatte L -
En ny utgave FX-82ES Plus modellen FX-T1SMS. [gsin(X)dx g
er lansert og denne er nd . o - =
tilgjengelig i butikkene. Minne av tidligere oppgaver ce@e®
Storste endring er design 24 parentesnivaer, Var}abelmlnne 9) .
men ogsé noen nye funksjo- STQ/RCL-ta}st for lagring og fremhenting av data ggﬂﬂgg
ner er lagt til. Statlstlkk, lenmg;lme}r . . . DOV
Ranlnt : heltallsgenerator Numerisk .mtegraSJon, Numerisk differensial ODVVDD
Fact : primtallsfaktorisering Kalkulaskjon m?d komplekse tall JJUUQ
Brekinntastingsmetode Basefn kalkulasjon L‘J vt/

Matriser, Vektorer g W2 A3 A+ A —)

40 Vitenskapelige konstanter VOUVOL
20 Metriske omregninger
Naturlig inntasting




HYPERGEOMETRISK FORDELING PA CASIOS KALKULATOR.

Av Bjern Bjerneng

Som laerere ma vi vaere svert sa glade for oppvakte elever som stiller spersmal. Pa
Nord-Gudbrandsdal vgs avdeling Lom har noen elever eksperimentert med den nye
FX-9860 GII kalkulatoren. Slike elever er snart mangelvare og ma tas godt vare
pa. De satt fast nar det gjaldt den hypergeometriske fordeling som de finner i sta-
tistikkmode. Vi har valgt & vise losningen pé den nyeste modellen FX-CG20

Hva betyrx,n, M og N idenne menyen?

Lareren er @rlig og sier at dette vet
og sendte spearsmalet videre til meg

deling med bare to valg .

EKSEMPEL: Vi har 6 rede og 4 bla
kuler; til sammen 10 kuler. Vi skal

plukke helt tilfeldig 5 kuler o

stemme sannsynligheten for at vi pluk- n

ker 3 rede og 2 bla kuler. Da er x antall

rade kuler som plukkes, n er totale antal- | Save Res:None .
let vi plukker. M er antall rede kuler
totalt og N er totale antall kuler.

0000000000
T~ —
000 00

Fra en samling med M rade kuler og N-M bla kuler skal vi plukke n kuler.

. Etter litt
proving og feiling fant vi ut felgende:
Kalkulatoren behandler hypergeometrisk for-

g [Era]r]

List 1 | List 2 | List 3

List 4

SUB

han ikke, 1

2
3
4

POISSON HYPRGEQ

=]

(d7c)ab)

B

g skal be- X
15

M 16
N 110

pergeometric P.D

:Variable

Hva er sannsynligheten for at x er rode og n-x er bla.

P4 standard mate finner vi svaret slik:

2] (d7c)ab)

:5
:6
:10
ave Res:None

X
n
M
N
S

Hypergecmetric P.D
Data aria e

Vi legger antall rede (x)
pa liste 1 og antall blé pa
liste 2 (n-x) .

Vi plasserer sannsynlighe-
ten pa liste 3

B [rra]r]
p=0.4

Hypergecmetric
761904

P.D
T

Det kan vaere morsomt a utnytte mulighetene vi har til a legge resultatene ut pa
lister. Da kan x variere fra 1 til 5 ( Vi kan plukke fra 1 til 5 rede kuler)
Da vil antall bla kuler variere mellom 4 og 0.

[£] [37c)e=bi [£] [37c)e=bi
List 1 | List 2 | List 3 | List 4 List 1 | List 2 | List 3 | List 4

SUB|rede bla SUB|rede bla

1 a[ 0.0238 3 3 2| 0.4761

2 2 3| 0.238 4 1 1| ©0.238

3 3 2| 0.4761 5 3 0] 0.0238

4 4 1| 0.238 6

1 1

[GRAPH) CALC JTEST LINTR [ DIST =S} I} Sum |Prod Cuml] % |AList BI=N

Tilsvarende for en kumu-
lert liste :

B [d7c] e+
Liet 1 Liet 2 | Liet 3
SUB|rede bla
2

List 4

3| 0.238|0.2619
3 3 2/ 0.4761| 0.738
a 4 1| 0.238 0.8761
5] 4] 0] 0.0238 1

2
[ Sum [Prod|Cuml| % _|AList/BI=E|

E Press [OPTH]

B [dic]ehl
Liegt 1 | Ligt 2 | List 3
SUB|reda bla sans
1 0.0238
0.2618
Q.738
0.8761

List 4

L)
= R L e

2
3 3
4

1
INTR | DIST I}

)
)

[E] (d7c](abil

Vi regner ut for vart eksempel pa to mater:

B6C3x4C2
10C5

0

JUMP JDELETE

[£] (d7c]abi)

Hypergecometric P.D
Data :List

List :Listl

n ' b

M 31

N :10

Save Res:List3 J

Her fér vi en oversikt over sannsynligheten
for alle mulige fordelinger mellom rede og
blé kuler.

Sum av alle sannsynlighetene er 1.

Sannsynligheten for mindre enn 3 rede kuler eventuelt
flere enn 2 bla er 0,2619



Vi bestemmer arealet av Sedermalm i Stockholm.
Av: Kjell Skajaa

For en tid tilbake skulle vi holde presentasjon av den nye grafiske modellen FX-CG20 for lerer i Stockhom. Etter en ide fra Tysk-

land fant vi & skulle beregne arealet av gyen ” Sedermalm ”

i Stockholm sentrum. Kart ble funnet pa Google og dette ble limt inn i

en powerpointpresentasjon. Vi satte av en passende cm maélestokk og vi laget oss en tabell av dette. Pa samme internettside ble det
ogsa funnet den korrekte totallengde og heyde for kart. Dette vil vi bruke som en faktor for vare utregninger.

Oppgaven som ble gitt var folgende :

1.Finn to funksjoner som passer med nordre og sedre strandlinje pa en
tilnaermet mate.

2.Beregn arealet mellom de to strandlinjer ut fra grafiske funksjoner .

lem? tilsvarer 31246m?

Angitt pa nett 5710000 m?

Arealet pa Sedermalm er derfor 181.51 x 31246 gir 5671461m?

B Deltom) (@olfes)
List 4 | List 5 | List 6 | List 7 | | List 4 | List 5 | List 6 | List 7 |
SUB SUB|
1 0 11 11 1 0 11 11
2 7 6 13 2 7 6 13
3 16| 2.5 13 3 15| 2.5 13
4 20| 2.8 11.5 4 20| 2.8 11.5
(GRAPH] CALC ] TEST L INTR | DIST =N
El [d/c) Real E] [Degl(Norm1) _[d/c]Real
StatGraphl :DrawOff
Graph Type xyLine atGrap :DrawOn
XList L1 st4 StatGraph3 :DrawOn
YList :List5
Frequency 01
Mark Type :0
€] [dc]Real Color Link :X&Y ¢
v (GRAPHT)GRAPH2)(GRAPH3] (On_J(Off ] [DRAW]
Velg en regresjonstype etter at grafene er tegnet. Nar du trykker F1 (calc) kommer
alle valgmulighetene for kurvetilpassning frem.
. Vi har valgt en tredjegradsfunksjon for nedre strandlinje og en fjerdegrads for ovre
strandlinje
B (@) Real B (@Rl Etter regresjonskalkulasjon kan du kopiere
QuartReg Graph Func :¥= regresjonsdata til en ledig funksjon i graf meny.
27,0380 08 VioR: Airetesaii—)
o =0 62555516 1357 0263414848[ —1 Trykk F5(Copy) og velg en ledig funksjonsplass
d =0.28975697 Yi4 [—1 mellom Y1 og Y20
e =11.00110286 Y15: [—1
r2=0.99965343 Y16: [—1 Nér funksjonene er lagt inn gjeres disse aktive
g ved 4 trykke F1(SEL)
El Select upper limit value
V.Al7658994408485—03x“(3}+f ¥
-02634148480649-06x"(4}+/3
Idx IisEC'r LOWER=-4e-3 =26.898
FXRFT81-61286 =181 512867

Vi overforer gratbilde til var presentasjon og legger det pa topp av bilde. Arealet
som ble regnet ut er et mal angitt i cm malt direkte pa kart.
En omregningsfaktor er derfor nedvendig.



Dette er en typisk kalkulatoroppgave. & s siomene

En kasse pa 1X2 m er plassert inntil en loddrett vegg. En stige med lengde s star inntil veggen slik at den akkurat
berorer kassa.

a) Bestem den minste lengden s som stigen kan ha som gjer dette mulig.
b) Bestem x og y nér lengden av stigener 5 m.

Forslag til lesning.

Stige . .
, fengds Stigens lengde s uttrykt ved x:
’ 2 2 1
T2 y=2 sex+1)P+(y+2) = \/(x+1)2 +4(—+1)°
I x X X
2m
Dette loses pa kalkulatoren i grafmode.
X
ETeETS V= Vil=Tooh+108+4 01 m+10¢E
Nisr Cl.B+128E ) )
Yo [—1 Stigens minste lengde 4,16 m for x = 1,58 m
N3 [—1]
Wi [—]
N5 [—]
Ye: [—] MIM
s . =1.587400913 t=U. |I6I93B1B85

Yi=lioa+lae+q40] jntlae Wi=locu+lae+do]l am+1aE

For & bestemme x nar

lengden er S m benyttes x-calc

n=CAL n=CAL
n=0. TUYET52303 *¥=5 =1.262922159 V=5

To lgsninger x=0,74 mogy = 2,69 eller x=3,26 ogy= 0,61

Utfordring: Er det mulig finne losningen ved vanlig matematisk analyse.

CASIOS NYE GRAFISKE KALKULATOR FX-CG20. Av: Bjorn Bjemeng

Vi har nd, i noen éar, hatt erfaring med bruk av PC i undervisningen og erfaringene er nok delte. I noen fag er PC kom-
met for & bli og blir brukt i de fleste timene. Vi laerere ma nok erkjenne at vi noen ganger (ofte) taper kampen om ele-
vers oppmerksomhet nar de sitter med en oppslatt PC foran seg. Vi har smd muligheter til & kontrollere hva de er opp-
tatt av og mulighetene er mange. I realfagene har mange skoler gjort seg avhengig av PC-bruk ved at elevene har en
emulator lagt inn pa PC og er svert avhengig av denne til alle slags utregninger. Mange elever har funnet ut at det er
tungvint og ogsa tidkrevende & starte opp en PC for en enkel utregning og har skaffet seg en handholdt kalkulator pa
egenhand.

Til bruk i realfagene pa studieforberedende klasser har Casio introdusert en helt ny kalkulator i tillegg til eksisterende
FX-9860GII serie, nemlig FX-CG20. Denne kalkulatoren har imponert meg, og det blir noen timers arbeid & sette
seg inn i de mange muligheter denne byr pa.

Det forste som imponerer meg er en smakfull design, og som alltid tydelige knapper og et nytt utseende pa visnings-

skjermen.

MAIN MENU

MAIN MENU
e ¢ ol A l’_l B

Vi ser at det er 19 forskjellige menyvalg.

oS Heldigvis er det mange vi kjenner igjen fra

Conic Graphs  Equation P"°9ram Fiflancial tidligere modeller men noen er nye. Maten
E B ﬁ‘] frs ! / kalkulatoren er organisert pa gjor at over-
E'C°ﬂ2 Lirik Memﬂf! System gang fra 9860/9850 modellene til den nye

X @ ‘ gar veldig greit.
[ =gl PicturePlot Convers on

(2]
»

e




Kalkulatoren kan brukes selvstendig, men kan ogsa enkelt kobles til PC med muligheter for dumping av skjermbilder
ved skriving av rapporter med mer og ikke minst at skjermbildet kan overferes til en prosjekter i klasserommet. Det
folger med kabel til & koble to kalkulatorer sammen og en kabel til kommunikasjon med PC, en CD med nyttig infor-
masjon og hvorfra du laster ned programmet screen-receiver som du ma ha for kommunikasjon PC-kalkulator og in-
struksjonshefter (pdf) for kalkulatorens software og hardware mm.

I denne forste presentasjonen vil jeg vise en nyhet i menyvalget Graph.

Som Y1 setter jeg inn 0.5x° 3x*+4x +2 [ i
og som Y2= —x> +4x? -3x+2 )
Y2B-x " 3+4x2 —3x+2[—] 3
%2 : E - % Grafene blir na tegnet med bedre opplesning enn
Y5 [—1 tidligere og med hver sin farge. 1
[—1]
mm- /o i z sy 4 =

Oppgave: Bestem arealet som avgrenses av grafene:

[El  [Cine)RadMorm3

¥
4

2

1

X

Y-CALJX-CAL| NP3 >

Vi gar til g-solve og velger integral:

IE Select upper limit value
¥ 1=

“3-3x2+4x+2

Jdx ISECT
¥=3.2165250437 °Y¥=0.2868604799°

Og ovre grense

ElE e ) IE Select lower limit value
¥ ¥Y1=0.P"3-3x2+4x+2
4 Vo=t # 3+4x2-3x42

Jdx ISECT
[ROOT](NTSECT X=0/ 0 ! ‘y=2 2| 1@ °

Vi velger INTSECT og velger nedre grense ( lower limit ) som foreslas

pid

Idx,-el 208047 2 =55 fl0401'?81 5

Og far at Integralet J«3,2152 (Y1-Y2)dx = 1,298 og det sokte arealet = 5,104
0

Noe for alle som er interessert i matematikkens historie. Av Bjormn Bjorneng

Vihar gitt en funksjon ) = \x/ X Tegn grafen til funksjonen og bestem grafens ekstremalpunkt.

Vi lager en tabell og ser at vi far maksimalverdi nar x er mellom 2,6 og 2,8
Vi lager en graf hvor x varierer mellom 2,5 og 2,815 ogy mellom 1,444 og 1,4449

B (Rl @90

El [EXEl:Show coordinates

_ X va
1.4441
2.7 1.4448
2.8 1.4444
2.9 1.44386

= x Vi fortsetter og lager grafen til den deriverte
og lar y variere mellom -0.01 0g 0.01 og fin-
ner x-verdien som gjor at den deriverte blir
null. ( her er det en skarpere skjaring )

YO:
(SELECT)ENE13 NATS R (MODIF Y| DRAW]

2.6 ' MAX
MGPHPL| [x=2.71828187 y=1.444667861 x
B [EXE]:Show coordinates Dette ber vere en utforskende oppgave for
=d/dx(¥24) elevene.

De vil finne at den deriverte er 0 for x lik eu-
lers tall e som er grunntallet for den naturlige

e | .
logaritmen.
ROOT Det som er imponerende i denne sammen-
¥=2.718281828 Y=0 hengen er at dette visste matematikere for

over 300 ar siden. De hadde ingen grafisk
kalkulator til radighet.
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Oppleeringshefte for CASIO fx-CG20

Av: Tor Andersen — Matematikksenteret/NTNU

Endelig har den avanserte lommeregneren Casio fx-CG20 ankommet vart land. Med sin
hoyopploselige LCD-skjerm og sylskarpe bilder i farger, representerer denne teknologiske
nyvinningen et fantastisk framskritt. Na kan vi glede oss til en fargerik skolestart. “Picture Plot”
vil nok bli en slager blant elevene. Eller blir det animasjonene som slar best an?

Pa Casio fx-CG20 kan vi plotte punkter direkte pa bilder fra en virkelig
verden, og dermed skape forstaelse for tilblivelsen av matematiske
modeller.

I det rykende ferske opplaringsheftet for Casio fx-CG20 far vi vite
hvordan vi skal g& fram for & hente det beste ut av Casio sitt flaggskip
blant grafiske lommeregnere.

Heftet tar utgangspunkt i lereplanene i matematikk for videregdende
skole. Opplaringen foregar gjennom eksempler og oppgaver hentet fra
fellesfag og programfag i matematikk.

Pa denne maten kan opplaringsheftet fungere som et nyttig verktey nar vi skal repetere viktig stoff for en prove eller

Oppleringsheftet kan brukes til flere CASIO lommeregnermodeller.
Men tastetrykkene som er beskrevet og skjermbildene som blir vist, er
hentet fra CASIO fx-CG20. Ofte er det bare sma justeringer som skal til
for framgangsmatene passer til andre tilsvarende modeller.

Pa Casio fx-CG20 er det en sann
fryd & finne arealet av omrader
mellom grafer.

B HadRadfond G

Det blir helt sikkert langt enklere
4 holde rede pad parentesene i
sveaere uttrykk.

OpPPER=1
5] =2.47402608

LOWER=-1
Jdx=-2.47492E8

2 —e2x =|dx
[E[[(x%ZJ?] l

Send oss gjerne noen ord dersom du ser behov for forbedringer i
opplaringsheftet.

Lykke til med nytt
skolear og fargerike
matematikktimer

med Casio fx-CG20.

(
Kurspakker !

Vi tar imot
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Povl Klitgaard & Co Aps
Laurentswaj 21

Dk - 2880 Bagsvaerd
Canmark

Telefon: 4444 0885
Fax : 4449 0185

Email: =1 E-mail:
. kjell.skajaaieasio.no zke.sandleriicasio.se !
. utfordringer...... y = g= =j
y ™
CASI o Casionytt blir Hillerenveien 82 | redaksionen:

utgitt an : 5174 Mathopen ) 3 . .
LT _-— TIF. +47 55167290 'IFEHIMM ﬂf&ﬁw""

2 = = L = ar INe.no

Casio Scandinavia AS o | sresi107001 BjomL Bjemeng  bjomenggonkne.no

ISSN:1890-2339 \




